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Bai 9: So' @6 sai phan mét chiéu dang twong minh cho hé phwong
trinh Hyperbol bat ki

Hé dbi xang. Tich phan ning lwong. Bién d6i hé phuong trinh vé dang chinh tic. So d6 sai phan.
Bat dang thirc co s& - M hinh sai phan cua tich phan ning lwong. Diéu kién 6n dinh. Tao diéu
kién bién pht hop. Diéu kién bién phan tan dam bao tinh 6n dinh cho so dd véi budc chia lugi da
nho. Xay dung so d6 cho hé phuong trinh Hyperbol khong ddi xung. Tly chinh so db trong
truong hop cac hé sb thay doi

Thuat toan xay dung so d6 sai phan cho phuong trinh am hoc kha don gian
va mang tinh tryc quan cao, vi vay ching ta hy vong va mong muén rang, trén c&
so thuat toan da co, c6 thé xay dung duoc so d6 sai phan cho hé phuong trinh vi
phan tuyén tinh bac mot dang hyperbol bat ki. Trong pham vi ctia bai nay, ching ta
chi trinh bay van dé trén d6i véi truong hop hé phuong trinh 1a hé dbi xang.

Nhu da biét, tir ly thuyét vé phuong trinh dang hyperbol (xem gido trinh
[34]), thi hé phuong trinh
A@+B@+C@:Qﬁ+f (9.1)
ot ox oy
duoc goi 1a hé phuong trinh t-hyperbol (theo Friedrichs), néu nhu c4c ma tran
A B,C la cac ma tran d6i xtiing, dong thoi ma tran A 12 ma tran xac dinh duong.

Gia sir cac phan tir cia cac ma tran vudng m* chiéu A B,Cla cac ham tron
tru theo cac bién x,y,t. (néu cac phan tir cia c&c ma tran trén phu thudc thém bién
u, thi hé phuong trinh dugc goi l1a hé phuong trinh ban tuyén tinh). Ma tran Q
trong hé (9.1) khdng nhat thiét phai 1a ma tran ddi xiing, cac phan tir cia nd va cac
thanh phan véc—to ham f c¢d thé phu thudc theo céc bién x, y,t.

Déi voi hé phuong trinh ddi xang t-hyperbol, c6 thé dua ra mot dang thuc
quan trong, 1am nén tang cho viéc xay dung ly thuyét déi cua cac hé phuong trinh
trén. Nhan vo hudng phuong trinh (9.1) véi véc—to 20, sau mot vai phép bién doi
khdng qua phtc tap, sir dung tinh chat dbi xting cta cac ma tran A, B,C, c6 thé thu
duoc dang thirc thoa man cho moi nghiém (9.1):

(AG,0)+-(Bd,0)+-=(cu,a)= (Da,u)+2(F,0) (9.2)
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& day (a,v)—tich vo huéng cua hai véc—to G va v,

oA B oC
D=",2 Y
o x oy (Q *Q )
Q"—ma tran chuyén vi caa ma tran Q. Sau khi lay tich phan phuong trinh trén
theo mién @ bét ki, 12 hinh cau homeomorphic trong khéng gian ba chiéux,y,t,
thudc mién xac dinh cua a, va bién doi tich phan khéi vé trai (9.2) thanh tich phan
trén mat T, giéi han mién Q, ching ta s& thu duoc dang thuc tich phan sau

ff (cA+EB+nCli,a)dr = m[ Da, o)+ 2(f, e (9.3)

T
V6i (£n,5)— la véc—to phap tuyén don vi cia mat T, c6 huéng ra phia ngoai.
Chung ta s& khong di xem xét cu thé cac bude dé thu duoc cong thic (9.2) va (9.3)
(doc thém vi du trong bai 9 gido trinh [34]). Bang thtc (9.3) thu dugc & trén goi 12
tich phdn ndang lwong cta hé phuong trinh dbi xtng (9.1). O dang sai phan, n6 s&
dong vai tro quan trong trong viéc 1ap luan vé tinh 6n dinh cta so do, ma ching ta
s& trinh bay ¢ phan dudi day.

Trong giéi han caa bai ndy ching ta chi dé cap dén truong hop mot chiéu,
khi phwong trinh (9.1) chi phu thudc vao bién thai gian t va mot bién khéng gian
x. Dé don gian, ching ta gia sir rang, c4c ma tran A B la c4c ma tran hang (tic céc
hé sb ctia ma tran 1a cac hang sd), con vé phai cua phuong trinh bang khdng

AN g _g (9.4)
ot OX

Khi @6, dang vi phan cua tich phan nang luong (9.2) la:

%(AU,U)+%(BU,U):O (9.5)

con dinh luat bao toan nang lwong (9.3) —

f (AU, G)dx—(BU,ddt=0 (9.6)

r

vGi T— chu tuyén kin bat ki thuoc mat phang (x,t).
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Bién ddi véc—to ham T & dang T =Av, voi ma tran A 1a ma tran kha nghich. Hé
phuong trinh (9.4) tro thanh
ov ov

ANAA=—+ABA—=0 (9.7)
ot OX

& diy A"— ma tran chuyén vi cua ma tran A.

Bai vi matran A va B 1a cac tran ddi xang, ngoai ra ma tran A— 1a ma tran
xéac dinh duong, nhu d3 biét trong phan dai s6 tuyén tinh dai cuong, ludn c6 thé tim
duoc mot ma tran A sao cho A"AA 1a ma tran don vi, cOn ma tran A'BA — ma tran
duong chéo, ching ta s& ki hiéu cac phan tir trén duong chéo cua né 1a
T (m:l,....,m*). Theo dinh luat quan tinh cua dang toan phuong thi sé céc gia tri
am va duong trong tap hop cac gia tri p,chi phu thuoéc vao ma tran B, va khong

phu thudc vao cach bién doi vé dang dudong chéo. Trong truong hop dang xét thi
cac gia tri u,, la nghiém cua phuong trinh dic trung

detl|uA+ B||=0 (9.8)

Pé xac dinh ma tran A chdng ta c6 thé tién hanh cac budc nhu sau. Phép
bién d6i G =Hv,, voi H 1a ma tran truc chuan c6 cac cot 1a cac véc—to riéng chuan
hoa cua ma tran A, bién matran A vé dang duoc chéo A =H"AH, véi cac phan tir
duong chéo A,— la cac gia tri riéng cua ma tran A, tac la nghiém cta phuong
trinh ddc trung det|A—Al|=0. Dong thoi tat ca cac gia tri %, >0 bdi vi ma tran A
xac dinh duong. Ma tran B lic d6 trg thanh ma tran B,=H BH. Tiép theo thay
vV, =DV,, D la ma tran dudng chéo véi cac phan tir duong chéo bing Uy, S&
bién ma tran A thanh ma tran don vi D'AD=1 , con ma tran B, thanh ma tran
B, = D"B,D. Cubi ciing, phép doi bién v, =Kv, voi K la ma tran truc giao, duoc tao
thanh tir cac véc—to riéng ctia ma tran B,, sé gilr nguyén ma tran don vi I, va bién
ma tran B, thanh ma tran dudng chéo M =K B,K Véi cac phan tir trén duong chéo
chinh cia ma tran M s& bang p,,. N6i tom lai, ma tran A can tim chinh Ia tich cua
tat cac cc ma tran phia trén A = HDK .

Dang chinh tic ctua hé phuong trinh khi d6 ¢ dang
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N om& o (9.9)
ot OX

Néu xét hé khong c6 diéu kién bién thi c¢d thé nd tach thanh m* phuong trinh
doc 1ap véi cac an 1a vim:

TIL A (9.10)

Bién v(™ dugc goi 1a bat bién Rimann, ¢ gia tri khong déi doc theo duong
dic trung dx/dt=p,. Yéu té nay s& don gian hda qua trinh xay dung so do sai
phan.

Giong nhu & cac bai trudc, ching ta s& tao ludi déu véi cac nlt lusi {x;| (

xj —xj_y =h) va khong bi chidn ¢ hai phia cua truc x. Tap hop cac gia tri {Uj_l,z}

J
dugc cho boi véc—to ham G(xt) & 16p dudi t=t,, con {61‘1’2} - 16p trén t=t, +1.
Chung lién hé vai nhau theo cong thac

Git2 _g.

vz gYi7Yia (9.11)
T h

U;— dai lugng "lon" bo sung. Cac dai luong nay dugc tim & dang 10i giai cua bai

toan phan ra gian doan cho hé phuong trinh (9.4) véi diéu kién dau:

Ui_q/9, X<X;
a:{ -z ’ (9.12)

Ujir2, X>Xj

Pé thuan tién chdng ta biéu dién nghiém (9.12) ¢ dang véc—to ham v=A"q,
khi d6 hé c6 dang chinh tic (9.9), so do sai phan (9.11) c6 dang

gl-12 _ . 7_\/.
v Vj—1/2+BVJ Vj—l

_ 1
: 2o (9.13)

Céac thanh phan cua véc-to V; duge xac dinh theo cong thic

(9.14)
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Trong trudng hop py, =0, thi gid tri v{™ ¢6 thé nhan gia tri bat ki, boi vi trong
cong thace (9.13) chung s€ nhan véi p, .

Tir cac cong thic (9.13), (9.14) suy ra, mdi hang tir twong tng véi chi s6 m,
(ching ta s& khéng ki hiéu vao), s& cd cac dang thuc sau

(1 Hm h) —1/2+lvlmﬁvj —3/2y MHp>0
j-1/2 T
viTHe o (1+Hmﬁjvj—1/2 HmHVm/z, Hm <0 (9.15)
Vi-1/2 Hm =0

Con bay gio, twong ty nhu trong bai 3, khi 0<v<1 tr dang thic c=(1-v)a+vb thu
duoc bat dang thic ¢ <(1-v)a? +vb? bang cac phép bién doi so cap (3.11). Két qua
chiing ta s& c6 bat phuong trinh:

i - (11/2)2 V'Z‘Viz-lgo

h

cho ting hang ttr, néu thda min diéu kign |pm|% <1,
Cong tat ca cac bat ding thic clng chiéu lai véi nhau s& duoc bat dang vec-to :

(\7]_1/2’\7]_1/2)2 _(\7j—1/2v‘7]—1/2)+ (MVJ' N )—(M\7j_1,\7,-_1) <0 (9.16)
T h ) |

véi diéu kién budéc thoi gian « thda man
1max|pm|£1 (9.17)
h m
Truéc khi chuyén sang phan tiép, ching ta s& 1am mot chii y nhu sau (twong ty nhu
trong bai 3 khi nghién ctiu vé phuong trinh 4m hoc). Phép chuang minh bat dang

thic (9.16) s& cho két qua c6 chira hang tar vi™),, khi py, >0, va hang tir vim),, néu
up <0. Bét dang thic (9.16) s& ludn tha man véi moi gid tri v, xdc dinh theo
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cdng thie (9.14). Tinh chat nay ching ta s& can cho sau nay, khi xem xét dén bai
ton c6 diéu kién bién.

Nhé lai, ching ta da st dung céac phép bién do6i ma tran
i=AV, AAA =1, A'BA =M. Bat dang thic (9.16) thu dugc & trén co thé viét lai nhu
sau

—

(1 2,692) (At 115,03 4) (BU.U;)-(BU;1.U;) (9.18)
T h l |

Bat phuong trinh ¢ dang sai phan nay twong ung Vvoi tich phan niang luong (9.5),
(9.6) xet cho khodng Iudi x;_; <x<x; , trong khoang thoi gian tinh toan chuyén tur
l6p duai 1én 1p trén. Cong tat ca cac bat dang thac (9.18) véi chi sé j chay tir —o

A Y = A A A . . 7 A ~ |:A A syl
den +oo, VOI gia thiét tong Z(Auj_l,z,uj_llz) , Voi cac dir ligu ban dau, bi gidi han,

Jj=—0
ching ta sé co
10 . . +00
_Z(AU'—”Z,JJ—”Z)s > (Al 172 0112) (9.19)
J:—OO J:—OO

néu nhu théa man diéu kién (9.17). Tinh on dinh cia so do sai phan khong c6 diéu
Kién bién dang xét duoc chinh minh twong tu, néu budc thoi gian thoa man bat

dang thic Emax|um|§1.
h m

Piéu kién du (9.19) cho tinh 6n dinh vira thu dugc ciing chinh 1a diéu kién can.
Khang dinh nay c6 thé chitng minh mét cach d& dang bang cach ap dung phuong
phap pho Fourier cho phuong trinh (9.15).

Bai vi cac gid tri p,, la cac nghiém cia phuong trinh dac trung
det|uA+ B| =0
nén gia tri tai han cua budc thoi gian c6 thé biéu dién dudi dang:

%sa , (9.20)
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véi £>0—gia tri 16n nhat c6 thé, ma khi d6 ma tran A+&B khong am, tac 13
(AG,0)+&(Ba,0)>0 Véi véc—to G bat ki

Bay gid ching ta chuyén sang xem xét bai toan hdn hop voi diéu kién dau
G(x,0)=0y(X), X <x<X,, va cac dieu kién bién bén trai va bén phai nhu sau

®,0(x,,t)= g, (t)
@y G(xy 1) =gy (t) (9.21)

®,,®, —CAC ma tran tam giac vai s6 hang 1a m;,m,,;; g, (t).g,, (t)— cac véc—to ham
cho trudc, ¢6 chiéu trong tng Véi chiéu véc—to ham G tai thoi diém t=0.

Nhu da biét tir ly thuyét vé phuong trinh hyperbol (xem gido trinh [34]), dé
bai toan thiét lap duoc chinh xac, diéu kién bién (9.21) khéng thé cho bat ky. Ki
hiéu m, — s6 phan tir mang gia tri dwong trong tap cac gia tri p, & trén, con m_—
s6 phan tir mang gié tri &m (rd rang my=m”"—m, —m_ 1a s6 phan ti bang khdng).
Khi d6 dé diéu kién bién bén trai da cho & trén 1a hop 1¢, thi can c6 m, =m, diéu
Kién bién doc 1ap 1an nhau (tic bang s6 duong dic trung xuat phat tir bién trai).
Con bién bén phai can ¢6 m,, =m_ diéu kién khong phu thugc 1an nhau (bang sé
duong dic trung Xuat phét tir bién phai). Bong thoi diéu kién bién khong duoc
phép cho bai céc té hop cac bién, twong tng cac bat bién riemann trén cac dudng
dic trung "tién gan" toi bién.

Ngoai ta chlng ta s& gia thiét rang, diéu kién bién phan tan, giong nhu bai
13 trong gido trinh [34]: tai méi diém trén bién, véi moi véc—to ham i bat ki théa
man diéu Kién bién, cac bdr dang thic sau diing:

(BG,0)<0 tai bién bén trai x=x, (9.22)
(BG,0)>0 tai bién bén phdi x=x,

Tiép theo chiing ta s& xay dung so d6 sai phan cho bai toan. Nhu moi khi, ta
chia doan x,<x<x, thanh J khoang, bdi cac nuat ludi {xj {, trong d6

Xo =X, X3 =X, . D€ don gian, xét lugi déu: x; -

trinh bay so do sai phan cho véc—to ham v . Ddi véi cac khoang ludi phia trong, so
d sai phan c6 dang (9.13), (9.14). Ngoai ra can bo sung thém cac phuong trinh dé

x;_ =h. Dé thuan tién, chling ta s&
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tinh céc dai lugng "16n" ViV, trén bién. DSi v6i nat bién bén trai x,=x, h¢ m’
phuong trinh tuong wng dé tinh véc—to V, bao gdm: m, phuong trinh dugc cho boi
diéu kién bién tuong (g Véi cac gia tri u, >0. DI véi m_ gia tri, twong p,, <0,
thi thu duogc tir phuwong trinh (9.14) tai j=0:

Tuong tu Véi m, gid tri v{™ tuong tng p,, =0. CAc gia tri ciia véc—to V, cho bién
bén phai x=x; ciing dugc xac dinh hoan toan twong tu.

Hé phuong trinh sai phan ddi véi ting hang tir véc—to ham V nhu vay la
hoan toan dugc xac dinh. Dé biéu dién né théng qua cac hang tir caa véc—to ham U
st dung phép bién dbi nghich V=AU (lyu y ring, trong phan I6n cac trudng hop,
c6 thé tim céc gia tri 72 & Iop trén, chi khi d6 ching ta méi di xac dinh céc gia
tri G172, tuy nhién viéc nay ciing khong bat budc cho timg budc tinh toan, néu
nhu khong can thiét).

Nhu vay cac yéu td can thiét dé khao sat tinh 6n dinh cho so d6 sai phan thu
duoc da san sang. Sau khi cong tat ca cac bat dang thac trong (9.16) theo chi b j,
véi budc thoi gian « thda méan diéu kién (9.17) hoic (9.20), chiing ta c6

i(vj—llz’vj—llz)gi

V51729072 )+ 1[('\/'\70’\70)— (MV; .V, )] )
j=1 j=1 h

Khi thu dugc bat phuong trinh nay, theo diém chi y sau khi dan ra bat
phuong trinh (9.16) & phia trén, d6i véi cac gia tritai j =1 vaj =J s dung cac
gia tri "can bién" cho trudng hop cac dudng dic trung, "xuit phat" tir bién ving
tinh, dang "tu do". Cac hé thuc doc cac duong dic trung nay dugc thay thé boi

diéu kién bién tan xa, ma khi do
(MV,.V,)<0,(MV, .V, ) 20.

—

Péi véi véc—to U ciing cong tat ca cac bat dang thac (9.18) lai véi nhau,
chlng ta s& thu duoc bat dang thirc
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i(AU 12 _'1_1/2) i(AUj—l/%Uj—l/Z)—}_%[(BUO’UO)_(BUJ ,UJ )] (923)
j=1 j=1

Do diéu kién bién phan tan, nén tir diéu kién (9.22) ching ta ludn c6 céc bat ding
thac

(BUo,Uo)<0, (BU,.U; )=0 (9.24)

Tir do suy ra
ZI(AU j-1/2 —~J—l/2)<Z(AuJ 12,0 a),
j= j=1

néu budc thoi gian ¢ thda mén diéu kién (9.17) hoic (9.20). Piéu nay co nghia 1a
so d6 sai phan cho bai toan hdn hop on dinh trong chuan ham ludi twong @ng.

Nhan manh thém mot luu y rat quan trong do6 1a cho dén bay gid ching ta
mai chi xem xét cho hé phuong trinh dang

A@_u Ba—u:O
ot OX

véi A B la cac ma tran d6i xtimg, dong thoi ma tran A 1a ma tran xac dinh duong.

Tur thuat toan xay dung so do sai phan ¢ trén, ching ta s& mé rong cho hé phuong
trinh hyperbol dang sau

A, cM_p (9.25)
ot OX

véi C 1a ma tran bat ki (khong bat buoc l1a ma tran dbi xung va dé don gian gia sur
cac phan tir cia C 1a cac hang sd). Dé l1am viéc nay ching ta chi can tim cac
nghiém cta phuong trinh dic trung twong tng cho hé (9.25). Gia thiét rang »—
nghiém cua phuong trinh déc trung

det|C —Al|=0
hay cling chinh la nghiém cua phuong trinh

detHc* Y H -
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7 —Véc—to riéng ciia ma tran ™ (C"1a ma tran chuyén vi caa ma tran C), tuong
tng voéi gia tri riéng &, tac 1a C7=27. Khi d6 7°C=xZ", véi 7" —véc—to-hang
duoc goi la véc—to riéng trai cia ma tran C. T phuong trinh (9.25) dé dang thu
duoc

tuc la, doc theo duong dac trung dx/dt =2, ludn thda man hé thuc
(Z,0)=const

Hé (9.25) hyperbolic néu nhu ma tran C~ ¢c6 mot hé hoanh chinh gom m”
vec-to riéng tuyén tinh doc lap. Thuc té, chiing ta d trinh bay thuat toan chuyén hé
phuong trinh (9.25) vé dang chinh tac

ov ov

—+M—=0
ot OX

trong 6 M 12 ma tran duong chéo. Hé phuong trinh trén thu dugc bang cach bién
d6i véc—to v = Li, voi L 1a ma tran c6 cac hang la cac véc—to riéng cua ma tran C”
. Sau budc ndy so dd sai phan dang xét co thé duoc hién thuc hoa ddi véi hé (9.25),
Vi du ¢ dang cac phuong trinh

~j-1/2 = T 0
U —U;_ U.
j 1/2+C j

- 2o (9.26)

cac dai luong "16n" khi d6 s& duoc xac dinh dua trén dang chinh tic caa hé, gidng
nhu d4 néi ¢ cac phan trudc.

Mot diém dic biét quan trong d6 1a viéc ching minh tinh hoi tu cua so d6
trén va thao luan cac van dé vé tinh phan tan caa diéu kién bién chi cé thé khi hé
(9.25) vé6i ma tran C khong ddi xtang c6 thé tré thanh hé dbi xang, tic 1a bang céach
nhan voi mot ma tran déi xtng xac dinh duong nao d6, hodc bang céch bién doi
vec-to ham can tim, hé (9.25) duoc dua vé dang ddi xang (9.4). Trong truong hop
riéng, phép d6i xang hoa trén chinh 1a phép bién doi dua hé (9.25) vé dang chinh
tac v&i ma tran duong chéo M.
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O dang tAm thuong cac cau hoi vé phép dbi xang hoéa nay sinh ngay ca voéi
cac phuong trinh am hoc (1.1), duoc viét & dang

p U, g L g
ot ox P.Cy Ot OX

hoac viét & dang ma tran

0
Po 1au+10
Opczatp 0

0™0

[
oX| p

Chuing ta s& thdy rang, trong mot sé truong hop, vi du nhu ddi véi hé ban tuyén
tinh cac phuong trinh khi dong luc hoc (xem bai 22), thi trén thuc té qua trinh doi
xung hoa kha phic tap. Va dé don gian hoa, nhu chiing ta vira trinh bay & trén, c6
thé xay dung so do sai phan ma khdng can d6i xing hoa.

Pé két thic bai, chling ta s& xem xét mot sé thay doi cua thuat toan nay khi
ma tran trong phuong trinh (9.4) ¢6 cac phan tir 14 cac ham phuy thuoc bién x.t.
Mot cach tong quan hé dugc cho & dang phan ky

%[A(x,t)ﬂ]+§[8(x,t)ﬂ]:Q(x,t)l]+f . (9.27)

Yéu cau vé tinh hyperbolic gia thiét rang, viéc dua phuong trinh vé dang chinh tic
bdng phép bién doi a = AV cd the duge doi v6i moi diém (x,t). Tat nhién khi d6 ma
tran chuyén A tir ham o sang "bat bién Riemann" v van dugc giit nguyén tai moi
diém (x,t), cling nhu d6i véi nghiém cta phuong trinh dic trung g4 =4 (xt). Suy
ra, C&C gia tri m,m_,m,, xac dinh cau tr(ic cac phuong trinh cta cic dai luong
"l6n", 1tc nay s& phu thude vao cac diém (x,t). Khi do s& xuat hién vé phai trong
phuong trinh chinh tic (9.9) ngay ca khi phuong trinh goc (9.27) thuan nhat:

ov oV o

5+M(x,t)&_H(x,t)v+g(x,t) (9.28)
H(x,t) — ma tran véi cac phan tir 1a cac ham phy thugc vao bién x,t. Su c6 mat cua
vé phai trong phuong trinh gbc (9.27) tat yéu s& mang mot " lugng bd sung" vao vé
phai phuong trinh (9.28).
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Sy vang mat cua vé phai phuong trinh (9.27) tat nhién phai xem xét trong
cac dinh luat bao toan dang sai phan (9.11). Khi md ta ching trong mdi khoang
ludi, phuong trinh (9.11) sé& cé dang

AV AJ__]JZUJ._M)+X__;X_1([3J.uj ~B, U, )=7(Qulu+ frue)  (9:29)
J 1=

Khi xac dinh cac gia tri "lén™ U, , do chinh xac bac mot cla so dd sai phan duogc
bao toan ké ca trong truong hop, néu nhu sir dung dang thire (9.14) cho trudng hop
ddng nhat, khi ma can bién doi vecto-ham = Av. Pé chinh xac hon can phai dan
ra cic phuong trinh sai phan twong @ng, xuat phét tir hé (9.28). Xap xi bac mot
dugc bao toan chinh thic khi tinh vé phai trong cac phuong trinh (9.29) sir dung
cac dai luong a,, ¢ I6p "dudi”. Tuy nhién trong mot vai truong hop van dling cac

dai lugng a'2 & 16p "trén™ hoic gia tri trung binh %(ummi‘”z) dé tinh vé phai.



